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Das asymmetrische Trennrohr

Von G. DickeL

Aus dem Physikalisch-Chemischen Institut der Universitait Miinchen
(Z. Naturforschg. 16 a, 755—759 [1961] ; eingegangen am 25. Mai 1961)

Es wird die Theorie eines asymmetrischen Trennrohres behandelt und gezeigt, daB ortliche
Schwankungen der Spaltbreite eine erhebliche Verminderung der Trennschiarfe herbeifiihren, den
Anfangstransport aber praktisch unbeeinfluflt lassen.

Seit einer Reihe von Jahren beschiftigen wir uns
mit dem Problem, das Trennrohr zur quantitativen
Anreicherung heranzuziehen. Dabei konzentrierte
sich unser Augenmerk vorziiglich auf die Anreiche-
rung des C!* in Proben, die zur Altersbestimmung
dienen sollten. Geht man dabei so vor, dafl man das
C! im Trennrohr anreichert, bis das Endgleichge-
wicht erreicht ist, so mufl man, um die gesuchte Aus-
gangskonzentration zu ermitteln, den Anreicherungs-
faktor mit Hilfe der Theorie errechnen. Auf Grund
einer langjahrigen Erfahrung wissen wir aber, dal3
der tatsdchliche erreichbare Trennfaktor haufig nur
etwa die Halfte des theoretisch geforderten Wertes
betrdagt. Wir haben uns daran gewohnt, hier einen
entsprechenden Reduktionsfaktor hinzuzufiigen. Fiir
quantitative Messungen konnen wir nun diesen Fak-
tor durch eine Vergleichsmessung empirisch bestim-
men. Wegen der schlechten Reproduzierbarkeit die-
ser Verfahren, die zu einem Teil darauf zuriickzu-
fiihren ist, da3 sich das Endgleichgewicht nur asym-
ptotisch einstellt, zum anderen auf die Storungs-
anfélligkeit dieses Gleichgewichts gegen Erschiitte-
rungen, Temperaturschwankungen u. dgl., sind wir
von dieser Methode wieder abgekommen.

Auf der Suche nach einem geeigneten quantitati-
ven Trennverfahren sind wir auf die schon frither von
uns beschriebene Transportmethode ! 2 gestoBen, die
wir mit Erfolg auf das obige Problem angewandt
haben. Genauere Untersuchungen dieser Methode
haben nun zu unserer Uberraschung gezeigt, daB
hier die Ubereinstimmung zwischen Experiment
und Theorie fast quantitativ ist. Wie laft es sich
aber erkliren, daB in ein und demselben Trennrohr
beim Endgleichgewicht Abweichungen bis zu 100%
von der Theorie auftreten, wihrend der Anfangs-
transport praktisch quantitativ ist> Ist dies auf ir-
gendwelche Wirbelbildung zuriickzufithren? Genaue

1 G. DickeL, Proc. Int. Symp. on Isotope Separation, Amster-
dam 1957, North Holland Publ. Co., S. 433.

2 G. Dicker, K. H. Busex u. W. Steiner, Z. phys. Chem. 17, 1
[1958].

Experimente, die wir zur Kldrung dieses Sachver-
halts angestellt haben, und iiber die wir im Nach-
folgenden berichten werden, haben uns gezeigt, daB
eine solche Annahme ungerechtfertigt ist. Sie haben
uns aber auch den Hinweis gegeben, daBl die Ur-
sache dieses Verhaltens in der unvermeidlichen
Asymmetrie einer Trennrohranordnung beziiglich
des Wandabstandes und der Temperaturdifferenz zu
suchen ist. Fiir die auf solche Weise zustande kom-
menden Anderungen der Stromungsverhaltnisse hat
sich die Bezeichnung ,parasitire Stromung“? ein-
gebiirgert. Die im folgenden aufgestellte Theorie
des asymmetrischen oder parasitiren Trennrohres
wird dariiber genauere Aufklarung geben.

Die Theorie des asymmetrischen Trennrohrs

Wir gehen von der Vorstellung aus, da die para-
sitdiren Stromungen durch einen ungleichmaBigen
Abstand sowie durch ortliche Temperaturdifferen-
zen von heifler und kalter Wand bedingt sind. Solche
Fehler sind konstruktionsbedingt und lassen sich bei
groBeren Rohrlingen kaum vermeiden. Wir wollen
uns bei der folgenden Theorie auf die ebene An-
ordnung beschranken und nachtriglich die iiblichen
Korrekturen 34 zur Umrechnung auf den radialen
Fall hinzufiigen. Die Abb. 1 zeigt den von uns zu-
grunde gelegten Trennrohrquerschnitt, wobei die
z-Achse in Richtung der Trennrohrlidnge gelegt ist.
Im Falle einer konzentrischen Trennrohranordnung
denken wir uns den Grundrif8 halbkreisformig auf-
gerollt und durch sein Spiegelbild erginzt. Mit Az,
haben wir dabei den Sollabstand von heifler zur
kalten Wand bezeichnet, mit 0z die Abweichungen
davon, die noch irgendeine Funktion von y sein
konnen. Wir beschrinken uns im folgenden auf

3 R.C.Joxes u. W.H.Furry, Rev. Mod. Phys. 18, 151 [1946].
4 H. Jexsex u. L. WaLpmany, Naturwiss. 29, 467 [1941].
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Abb. 1. Trennrohrquerschnitt.

lineare Abweichungen und schreiben
Ax:Ax0+6x=Axo+26(,ij. (1)

Analoge Abweichungen nehmen wir auch fiir die
Temperaturen von heifler und kalter Wand an und

schreiben dafiir

Th=T(f1" ,yo) + ot (2 a)

T =T (- ﬂ,yo)wkd (2b)

Im Gegensatz zu den bisherigen Trennrohrtheo-
rien > ¢ nehmen wir im folgenden ein dreidimensio-
nales Problem an und beriicksichtigen die Variation
der Umlaufstromung in der y-Richtung, ebenso auch
die Diffusion in dieser Richtung. Wir wollen dabei
das in Abb. 2 skizzierte Trennrohr zugrunde legen,

bei dem mit konstantem Durchflufl bzw. Entnahme ¢
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Abb. 2. Trennrohrldangsschnitt.

5 W.H. Furry, R.C. Jones u. W. Onsacer, Phys. Rev. (2)
55, 1085 [1939].
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gearbeitet wird. Am unteren Ende soll dabei die
schwere Komponente mit einer Konzentration von y,
abgezogen werden, wihrend beim oben nachstrs-
menden Gas die Konzentration nur y, betragen soll.
Diese Bedingung kann nur erfiillt werden, wenn un-
sere Anordnung eine endliche Divergenz bzw. eine
Quelle besitzt. In der Praxis erreicht man dies da-
durch, dal man am oberen Ende einen groflen Vor-
ratsbehalter anbringt, oder besser, indem man dort
dauernd das Ausgangsgemisch vorbeispiilen 14Bt. Bei
der mathematischen Beschreibung denken wir uns
diese Spiillung durch eine flaichenhafte, am oberen
Ende befindliche Quellen-Senken-Kombination er-
setzt, die den erforderlichen Strom an schweren
Molekiilen emittiert, und einen ebenso groBen an
leichten Molekiilen absorbiert. Wir setzen hierfiir

g DivI(z,y,z,) =7, (3)

wobei I (z,y,z) den Stromungsvektor der von uns
ins Auge gefafiten schweren Komponente und ¢ den
Querschnitt bedeutet. An allen anderen Stellen in-
nerhalb unseres Trennrohres mit Ausnahme der
Stelle z, gilt aber

div M (z,y,2) =0. (4)

Beachten wir bei der Bildung des Stromungsvektors
IR, daB in der z- und y-Richtung die thermische
Diffusion, in der z-Richtung die Konvektionsstro-
mung w(z,y) und die Entnahmestromung v liegt, .
und nehmen wir ferner an, daf} in den drei Raum-
richtungen sich Konzentrationsgradienten einstellen,
so erhalten wir an Stelle von (4)

T A 3%

oy
,—}-82

dz2

kTa InT

QD 327 kTa In n T

worin ¢ die Dichte und D den Diffusionskoetfizien-
ten des Gases bezeichnet, fiir die wir konstante Mit-
telwerte nehmen wollen.

Die Randbedingungen fiir unser Problem ergeben
sich aus der Tatsache, dal der Diffusionsstrom an
allen Stellen der Trennrohrumrandung verschwin-
det, ebenso der Konvektionsstrom w. Sie lauten

P b2l 0 fir 2=t 5, (6a)
dy 3InT J,_ . . Az[
“ay-i- T ~ ’ay = ay =0 fur y—__ 2 » (6b)

S L. WaLpmany, Z. Phys. 114, 53 [1939].
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dy Su

3, —a;—O fir z=z,=2,,

1l

(6¢)

0 fir z==

w(z, y) = == 7425: (6d)

5 Z 08 s
Die Bedeutung der hier eingefiihrten Funktion u
wird spater noch geldufig werden. Da die beiden
zur z-Achse parallelen Begrenzungswénde nur ge-
dacht sind — man verwendet in der Praxis immer
ringférmige Trennspalte —, haben wir dort die Um-
laufstrémung nicht Null werden lassen. Daf} aber
auch beim Fehlen der Winde dort die Bedingungen
(6 b) erfiillt sind, erkennt man, wenn man bedenkt,
daBl beim Aufrollen unserer Anordnung dort ein
Maximum bzw. ein Minimum entsteht.

Nunmehr integrieren wir Gl. (4) iber den ge-
samten Raum des Trennrohres und verwandeln mit-
tels des Gaussschen Satzes in ein Oberflachenintegral
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iiber die gesamte Umhiillung, wobei wir die Flachen-
divergenz am oberen Ende durch einen Schlitzbereich
herausschneiden. Unter Beachtung von (3) und der
Randbedingungen (6) erhalten wir

TZQ(}’e"ya)v//dxdyE(ye—ya)a- (7)
F

Durch den rechtsstehenden Ausdruck ist zugleich die
Entnahme o definiert. Diese Gleichung besagt ein-
fach, dall der Transport gleich der Differenz der
Konzentrationen zwischen ein- und austretendem
Gas ist, wie wir es eingangs gefordert haben.

Um die Ausgangsgleichung fiir unsere weiteren
Betrachtungen zu gewinnen, fithren wir die Integra-
tion von Gl. (4) tber den oberen Teil der in Abb. 2
dargestellten Anordnung durch, der nach unten von
einer in willkiirlicher Hohe z verlaufenden Schnitt-
fliche A — A begrenzt ist. Fiir die letztere hat natiir-
lich Jy/3z einen endlichen Wert und wir erhalten

+idy +%Axa +idy +hae +44y + 44
o= fD;Tdeder@ | f?wdxdywv/ /(r—ya) dzdy. (8)
—3dy —}az —}ydy 34z —3dy —}az

Den zweiten Integralausdruck formen wir durch 2-malige partielle Integration um, wobei wir bei dieser

Operation das bestimmte Integral

Gz, y) =

—idz

fzw dx 9)

verwenden, das wegen (15) bei & 3 Ax verschwindet. Wir erhalten zunichst an Stelle von (8) unter Be-

achtung von (6 a)
+34y + {;Az

=_QD// ydxdy Q/kT iy /G(r y)dxdy‘ %j:dy

—3

—44y —} 4z

+3dy +§Az +4dy +34z (10)
+0f fG(x ) dxdxdy+9v/ [(r—ya) dzdy .
—4dy —bdz —3dy )4z

In den dritten Integralausdruck setzen wir fiir 92y/02? den durch Auflésung der Gl. (5) nach dieser GroBe
erhaltenen Ausdruck ein und wenden auf den dabei erhaltenen Integranden 92%InT/322 unter Beachtung
von Gl. (6 a) nochmals die partielle Integration an. Wir erhalten schlielich

+ 34y +§Az + 34y + 44z 3
z=_ng/ . iy @//kT il
—§dy —4x —4dy —}4z
+34y HME) 82
_9/ /’(azy oy lnT

B y?
—4dy —i4az

Um die Integration dieser Gleichung durchfiihren
zu konnen, ist noch die Kenntnis von w als Funktion
von z und y erforderlich, ferner ein Losungsansatz
fiir . Was die Umlaufgeschwindigkeit anbelangt, so
mulf diese der Stokes—Navierschen Dgl.

Rw |, 1w

_8?4_ ay2 = — %— [Q(I,y) _QO] (12)

f*G(x y) dxdy—}-f*

+4ay +4dz
[ /w/G(r,y) dz dz dy

—dy —}az

(11)

+37) [ y) dzdzdy + oty 7).

gehorchen, wobei mit g, die Dichte des Gases am
Koordinatenursprung bezeichnet werden soll, an
welchem w =0 ist. Die Variation der Dichte ¢(z, %)
wird im vorliegenden Falle praktisch nur durch die
Temperaturverteilung bedingt. Nach dem idealen

Gasgesetz gilt
- TO] )

0— Q= —% [T (2,y) (13)
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wobei mit T, wiederum die Temperatur in unserem
Koordinatenursprungspunkt bezeichnet wird.

Die Temperaturverteilungsfunktion 7 (z,y) ge-
winnen wir aus dem vorgegebenen Temperatur-
verlauf an der heiflen und kalten Wand (2 a) und
(2b). Schreiben wir fiir die Solltemperaturdifferenz
AT =T (3 4z, yo) — T (—3% Azy, yo) und fiir die

Temperatur im Koordinatenursprung
To=3[T (3 dx9,y0) +T (-~

so erhalten wir bei Annahme eines linearen Tempe-
raturgefalles

Al’o,yo)] )

T(z,y) = T0+ (19,,+19k) (14)
— A
+[AT0+(19h V) Ay] Y
ey R _32( I,,>3+{8 £,+32(f.,,)3]_2£
w_wo{ Az, | Az, Az Az, Az
4391‘_01‘—{8 z
} AT, Az,

wobei fiir den Mittelwert der ungestorten Umlauf-
geschwindigkeit w, die Beziehung
o= o T A’ )
gilt.
Da y bzw. u eine Funktion von z, y und z ist,
machen wir den Ansatz

u=u(z) u(y) u(z)
mit u(a) =y(a) +krln T(a)i’ (a=z,y,2). (17b)

(17 a)

Die Funktionen u(z) und u(y) entwickeln wir in
der Umgebung des Koordinatenursprunges in eine
Tavror-Reihe und brechen nach dem 4. Glied ab.
Das ist sicher wegen der Kleinheit der Thermodif-
fusion und der dadurch bedingten Konzentrations-
variation in der z- und y-Richtung eine sehr gute
Naherung. Mittels der Randbedingungen (6 a), {6 b)
und (6 c) bestimmen wir die Koeffizienten a, und
b, der Entwicklungen und erhalten mit a = q,,

b_E b, | . P
u=u(z) {l+aA:c {‘j; ——*(7;) J} (18)

{rossl )
4]

+bdy [,Zy; =

~ u(z) {1 +adx {A{:
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Aus (14) konnen wir den in (12) bzw. (13) be-
notigten Ausdruck fiir die Dichtevariation herleiten.
Die Losung von (12) selbst gewinnen wir am
einfachsten auf Grund der folgenden Uberlegung:
Da die Schwankung von w in der y-Richtung als
eine Storung betrachtet werden kann, so suchen wir
zundchst die Losung fir den Fall, bei welchem
w/Ay® =0 ist. Letztere konnen wir unter Beach-
tung von (6 d) unmittelbar durch Integrationen von
(12) 577 gewinnen. Diese Losung entwickeln wir
nach y in Reihe, indem wir darin fiir 4z den Aus-
druck (1) verwenden, und brechen nach dem ersten
Glied ab. Da diese Gleichung linear in y ist, ver-
schwindet sicher ihre zweite Ableitung nach dieser
Grofle und sie stellt somit eine Losung von (12) dar.
Im einzelnen lautet diese, wenn wir auch noch die
Variation von AT und T mit y beriicksichtigen:

¥
y (15)
_ 0h+19k 2 y_]}
32 Aro } 24T, [24 96<Azo> ay1f’

Die in (11) benstigten Ausdriicke 3y/3z und 92y/3z2
erhalten wir aus (18), wenn wir wegen der Tempera-
turabhangigkeit von u(z) beachten, dal u(z) =y (z)
ist.

Jetzt konnen wir nach Gebrauch von (15) und
(18) die in Gl. (11) vorkommenden Integrale aus-
werten. Die Durchfiihrung der Integration wird
durch den Umstand erleichtert, dafl bei der Integra-
tion ungerader Integranden gerade Funktionen ent-
stehen, deren Werte wegen der Symmetrie der Gren-
zen aber Null werden. Auf diese Weise entfallen die
meisten Glieder, welche die Koeffizienten a und b
enthalten, die iibrigbleibenden sind von hoherer
Ordnung und konnen vernachlassigt werden 8. Bei
der Integration iiber y miissen wir beachten, daf}
die Grenzen Az noch Funktionen von y sind. Wir
entwickeln daher die auftretenden Potenzen von

(4z/Axy) unter Beadltung von (1) in die Reihe

Az _ y , =l (__gisy 2
(Azo> L4 Axo Ay + 2 AIOA_/,,) (19}

Wir erhalten schlieBlich fiir Gl. (11) den Ausdruck
(20)

TZTA‘K% +0(y—7a)

. 4 AT,

mit L= —— (21)
15 Ty

7 H. Jensex, Angew. Chem. 54, 405 [1941].

8 DaB dies fiir die a enthaltenden Glieder der Fall ist, hat

die bisherige Trennrohrtheorie schon ergeben.
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und (22)

K=9q(0,l “fP-?l;”°2 wPK+Dx),

wobei wir bis auf Glieder hoherer Ordnung fiir

_ 7 e 2,1 9= &
P14 6‘(211;) R (23)
I Jri(ﬂh—‘ﬂk 5 (Ih—PK) (In—k)
12 \” 471, 2 AT, 2 AT,
und
14 AT e ént@,f 1 (,l‘f‘hﬂ%&)z
PK_1+T(”A10) +78( 241, ) T 12\ 47,
B s S ﬁhﬂ?},)_{ 24
T AT, Az, 28( 24T, | Az, (24

gesetzt haben. Ferner haben wir fiir Azy-dy =q ge-
schrieben und gleichzeitig die eingangs erwihnten
Umrechnungsfaktoren ¢, 9 und x auf das radiale
Problem eingefiihrt. Setzen wir in (23) und (24)
die AbweichungsgroBen ¢=9,=39:=0, so wird
P.=Pg=1 und wir kommen wieder zu der geldu-
figen Transportgleichung zuriick 3 577,

Wir wenden uns zunéchst einer Betrachtung der
Formel (24) zu. Das zweite, dritte und vierte Glied
ist der Reihenfolge nach durch die Abweichung von
der Spaltbreite, der mittleren Temperatur und der
Temperaturdifferenz bedingt. Das zweite Glied ist
am besten erfaflbar. Bei einer Spaltbreite von 5 mm
betragen die maximalen Abweichungen etwa 1 mm,
so daB dieses Glied hierbei einen Wert von etwa 0,3
annimmt. Die beiden nidchsten Glieder riithren von
Inhomogenititen der Wandtemperaturen her. Der-
artige Stérungen treten wegen der hohen Wairme-
leitfahigkeit bei Metallrohren nur in geringem Mafle
auf, doch fallen wegen des groflen Koeffizienten
beim dritten Glied bereits Abweichungen von einigen
Prozenten der Temperatur ins Gewicht, wihrend
diese beim vierten Glied wegen des Faktors 1/12
praktisch nicht zur Geltung kommen konnen. Solche
Storungen diirften im allgemeinen dadurch verur-
sacht werden, dal die Heizwendel im Innenrohr
asymmetrisch verlduft. Daher braucht man in sol-
chen Fillen nur die Storungsgroe 9y, ins Auge zu
fassen, wihrend ¥, =0 gesetzt werden kann. Des
weiteren konnen Schwankungen der mittleren Tem-

? Furry, Jones und Oxsacer 3, ebenso Jones und Furrey3
haben mittels einer kurzen phanomenologischen Theorie
einen Ausdruck gefunden, in welchem als Storungsglied
nur eine unserem dritten Glied entsprechende Grofle ent-
halten ist. Diese unterscheidet sich im wesentlichen von
unserem Ausdruck durch den Faktor (4z/4y)2, der hier
hinzutritt. DaB ein solcher Ausdruck aber nicht vorkommen
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peratur theoretisch auch durch eine Dezentrierung
des Heizrohres gegeniiber dem Kiihlrohr verursacht
werden, praktisch konnen diese aber vernachlissigt
werden, da in solchen Fillen an den gegeniiberlie-
genden Wanden die Werte von ¥y, und ¥ das ent-
gegengesetzte Vorzeichen annehmen und das dritte
Glied ® dadurch bis auf hohere Ordnung verschwin-
det. 3

AuBer diesen drei Korrekturgliedern, die immer
positive Vorzeichen haben, treten noch zwei weitere
Glieder hinzu, die von der Wechselwirkung zwischen
der Abweichung des Wandabstandes und der mitt-
leren Temperatur bzw. der Temperaturdifferenz her-
rithren. Da aber bei einer lokalen Erhohung der
Temperatur der heilen Wand sowohl die Tempera-
turdifferenz als auch die mittlere Temperatur erhoht
wird, kompensiert sich ihr Einflul wegen des ent-
gegengesetzten Vorzeichens in Gl. (24).

Was nun die Beeinflussung der parasitaren Glie-
der auf den Transport bzw. die GroBle P: anbelangt,
so entnehmen wir der Gl.(23), dal wegen der Klein-
heit der Koeffizienten gegeniiber (24) hier die Kor-
rektur praktisch kaum ins Gewicht fallt. Im iibrigen
mufl man bedenken, daf} fir den Transport 7, die
Abweichung von &/4z, am oberen Ende des Trenn-
rohres mafigebend ist, hingegen in (24) fiir &/4z,
der Mittelwert tiber das ganze Trennrohr. Am obe-
ren und unteren Ende ist nun bei den meisten Trenn-
rohr-Konstruktionen die Zentrierung am besten,
wihrend Abweichungen auf die Lange des Trenn-
rohres praktisch unvermeidlich sind. In allen Fallen
ist aber noch hervorzuheben, dal bei Formel (23)
und (24) die Storanfalligkeit mit dem Quadrat der
Abweichungen zunimmt.

Gl. (20) ist grundlegend fiir alle Vorgéinge in
Trennrohren. Aus ihr entspringen eine Reihe von
spezielleren Formeln3 fiir die Trennschirfe, den
Transport und den Wirkungsgrad bei verschiedenen
Arbeitsbedingungen. In einer folgenden Arbeit 1°
soll gezeigt werden, wie man die Korrekturgroflen
P. und Pk auf experimentellem Wege bestimmen
kann.

darf, beweist eine Probe. Eine Losung der Dgl. (5) bzw.
(11) muB, in die letzte Gleichung eingesetzt, diese wie-
derum identisch erfiillen. Man kann sich durch eine Rech-
nung iiberzeugen, daB8 das bei der Losung der genannten
Autoren nicht der Fall ist.

10 G.DickeL u. G.Birknorz, Z. Naturforschg. 16 a, 760 [1961],
nachstehend.



